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Viene descritto un metodo di costmzione di un codice a controUo dell'errore polivalente per celle 
di memoria multilivello funzionanti a un numero variabile di Uvelli di memoiizzazione, in 
particolare celle di memoria i cui livelli di memorizzazione possono assumere i valori dell'insieme 
{b\ ^"s .... con A, fli, Of, interi positivi; il codice a controllo deirerrore codificando 
parole di informazione ®, formate da Jt simboli ^-ari, cio6 appartenenti a un alfabeto contenente q 
simboli distinti, con qs[b\ y\ ..„ A" in corrispondenti parole di codice (c) formate da n 
simboli g-ari, con <y=6" ' ed avente una capacita di correzione deU'errore ogni parola di 
codice (c) essendo generata attraverso una operazione di moltiplicazione fra la corrispondente 
parola di informazione (i) ed una matrice generatrice (G). D metodo di costruzione comprende le 
fasi di: acquisire i valori di k, t, b\ b*'\ .... che costittuscono le specifiche di progetto di 
detto codice a controllo deirerrore; calcolarei in funzione d\ q^b\ k e t, i\ minimo valore di n tale 
che sia soddisfatto il limite di Hamming; calcolare i valori massimi nek rispettivamente di w e di 
k che soddisfano il limite di Hamming per g=b\ i e (n -k)={n'k)\ detemiinare, in funzione di /, la 
matrice generatrice (Gi) del codice a controllo delPerrore abbreviato {n-k) sul campo a elementi 
fmiti GFdb"'); costruire rappresentazioni polinomiali binarie dei campi a elementi finiti GFib°^\ 
GF{b°°^\ GF{b''^''- '°^y, identificare, utilizzando le suddette rappresentazioni esponenziali, gli 
elementi'del campo a elementi finiti GF(b°>°r:''.) isomorfi agli elementi dei campi a elementi finiti 
GF(Jb°^) GFib^'^'X GF(Jf^''^"°'^-)\ stabilire corrispondenze biunivoche fi-a gli elementi dei campi 
a elementi finiti G/^C*".). GFib^'^^X GF{b°^°^-''^) e gli elementi del campo a elementi finiti 
GFipyt '°^) ad essi isomorfi; e sostituire ciascuno degli elementi della detta ^^^^ generatrice 
(Gi) con il corrispondente elemento isomorfo del campo a elementi finiti GFib^^^ ""), ottenendo 
cosi una matrice generatrice polivalente (Qz) definente, assieme alle suddette corrispondenze 
biunivoche, un codice a controllo deirerrore polivalente utilizzabile con celle di memoria i cui 
livelli di memo rlzzazi one possono assumere i valori deirinsieme [b\ b°\ " •}. 




DESCRIZIONE 
del brevetto per invenzione industriale 
di STMICROELECTRONICS S.R.L. 
di nazionalita italiana, 
5 con sede a 20041 AGRATE BRIANZA (MILANO) - VIA C. OLIVETTI, 2 
Inventor!: GREGORI Stefano, FERRARI Pietro, TORELLI Guido 

**^jQ 2000A 001049 

La presente invenzione e relativa a un metodo di 
costruzione di un codice a controllo dell'errore 
10 • polivalente per celle di memoria multilivello 
funzionanti a un numero variabile di livelli di 
memorizzazione e a un metodo polivalente di controlloO ^ 
dell'errore ' utilizzante tale codice a controllo 2 ^ 

Oo 

dell'errore. 5 2 

I 9 

15 In particolare, la presente invenzione riguarda la O 

co ^ 

definizione di codici a controllo dell'errore per 
meinorie a . semiconduttore multilivello e, piu 
precisamente, di codici lineari a blocco polivalenti che 
permettono la rivelazione e la correzione dell'errore in 

20 memorie multilivello mantenendo la loro funzionalita con 
celle di memoria operanti a un differente numero di 
livelli di memorizzazione. 

Come e noto, grazie all' evoluzione dei processi 
tecnologici che rende realizzabili dispositivi 

25 elementari di dimension! sempre piu ridotte, negli 
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ultimi anni sono state realizzate memorie a 
semiconduttore aventi capacita di memorizzazione molto 
elevate . 

Un ulteriore aumento della capacita di 

5 memorizzazione 6. state ottenuto ricorrendo alia 

memorizzazione multilivello, la quale permette di 

aumentare la densita di memorizzazione a parita di 

generazione tecnologica, Infatti, con questa tecnica si 

memorizzano piu bit d' inf ormazione all' interno della 

10 singola cella di memoria normalmente utilizzata per 

Q S" 

contenere un solo bit. ^ S 

QC CO 

E altresi noto che per leggere una cella di memoria^ ^ 

5^ 

bilivello (contenente 1 bit) si confronta un' opportunag ^ 

6 

grandezza elettrica, legata alio stato della cella, con o^: "5 
15 un valore di riferimento e in base all'esito del 

confronto si determina se la cella di memoria contiene 

uno "^0" oppure un 1'' logico, 

Nel caso di celle in grado di contenere r bit, la 

lettura - avviene confrontando la grandezza elettrica 
20 correlata alio stato della cella con 2^-1 livelli di 

riferimento. L' esito dei confronti permette di 

determinare in quale dei 2^ intervalli ammessi si trova 

la cella, e quindi di ricostruirne il contenuto in 

termini di inf ormazione binaria . 
25 L'approccio multilivello puo essere applicato sia 
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alle memorie volatili (come le memorie DRAM) sia alle 
memorie nonvolatili (come le memorie EEPROM e Flash) . In 
ogni caso I'aumento del numero di bit per cella rende 
piu critica la tolleranza ai disturbi/ la ritenzione 
5 dell' inf ormazione e 1' accuratezza delle operazioni di 
lettura e di scrittura. Inoltre, I'incremento della 
capacita di memorizzazione richiesto dal mercato tende a 
ridurre 1' af f idabilita complessiva. Per questi motivi si 
prevede che I'utilizzo di codici a controllo dell'errore 
10 sara fondamentale soprattutto per memorie multilivello a 

i ^ 

elevata capacita. :^ 

Al momento', i dispositivi commerciali a maggior^ ^ 

< ^ 

Q "a 

capacita contengono alcune centinaia di milioni di bit,< o 
e nei prossimi anni e prevista la realizzazione dico ^ 

15 dispositivi con capacita via via piu elevata* 

. L'aumento del numero di celle tende a ridurre la 
vita media al guasto (o MTTF) dell'intero dispositive di 
memoria. Ma data I'esigenza di realizzare 
apparecchiature o sistemi sempre piu affidabili, il 

20 livello di affidabilita richiesto per il singolo 
componente di memoria diventa sempre piu stringente. Per 
questo motivo si adottano tecniche di progettazione 
dedicate e un attento controllo di qualita sui processi 
produttivi per prevenire e ridurre i guasti 

25 Tuttavia i malfunzionamenti dei chip di memoria non 
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possono essere eliminati completamente e possono essere 
ridotti solo a spese di una riduzione delle prestazioni 
o di un aumento dei costi. 

Un modo molto efficace per auitientare 1' af f idabilita 
5 e costituito dalla progettazione di memorie immuni 
dall' errore utilizzando codici a controllo dell' errore, 
ossia codici in grado di rivelare e correggere errori 
dei dati meitiorizzati nelle memorie. 

In particolafe codici a correzione del singolo 

O ^ 

10 errore -o a rivelazione del doppio errore e a correzione 

del singolo errore sono utilizzati in dispositivi di q p 

% 5 

memoria a semiconduttore di vario tipo, A tale proposito o 

si veda ad esempio K. Furutani, K, Arimoto, H. Miyamoto, g b 
Kobayashi, K.-I. Yasuda, and K. Mashiko, Built-in 
15 Hamming Qode ECC Circuit' for DRAM^ sf' , IEEE J. Solid- 

State Circuits, vol. 24, no. 1, Feb. 1989, pp. 50-56, e 

T. Tanzawa, T. Tanaka, K. Takeuchi, R. Shirota, S. 

Aritome, H. Watanabe, G. Hemink, K. Shimizu, S. Sato, Y. 

Takeuchi, K. Ohuchi, compact on-chip' ECC for low cost 

20 flash memories'' , IEEE J. Solid-State Circuits, vol. 32, • 

no. 5, Maggio 1997, pp. 662-669. 

Gli errori nelle memorie sono normalmente^ 

classificati come errori "^soft" ed errori "^hard" . 'Con 

H 

errore ^soft" si intende un cambiamento dello statd-'di 
25 una cella casuale, non ripetitivo e.non permanente. Gi'i .;*f;o 
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errori '^soft" sono causati da rumore elettrico 
occasionale o indotti da radiazione (particelle a, raggi 
cosmici, ...) , riguardano un numero molto limitato di 
celle per volta e sono recuperabili col successivo ciclo 
5 di scrittura. 

Con errore "^hard" si intende invece un guasto 
fisico permanente associate a difetti presenti nel 
dispositive o creatisi durante il suo funzionamento per 
' incapacita dei materiali di - sopportare gli stress 
10 applicati. Generalmente gli errori "^hard" sono molto piu 
rari degli errori "^soft". 

I codici a controllo dell' errore permettono d^ ^ 

O =Q 

21 < 

ridurre drasticamente gli effetti degli errori ''soft",<=5 

9 o 
< o 

che rappresentano il problema piu grave, specialmenteg % 
15 per le memorie multilivello • Essi possono peraltro 

risultare utili anche al fine di recuperare alcuni 

errori "^hard" , 

Per proteggere 1' inf ormazione da iitimagazzinare 

nella memoria e necessario aggiungere ai bit che 
20 costituiscono ogni parola di informazione un certo 

numero di bit di controllo, opportunamente calcolati'. 

L'operazione che associa a ogni parola di informazione 

•un precise valore dei bit di controllo viene chiamata 

codifica. I bit di controllo calcolati dal circuito che 
25 effettua la codifica devono essere memorizzati 
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unitamente alia parola di informazione . 

Ogni parola memorizzata sara successivaitiente letta 
insieme con i bit di controllo che le competono* II 
circuito di decodifica e in grado di rivelare e 
5 correggere un certo numero di bit errati per parola 
confrontando opportunamente ^.il valore dei bit di 
controllo con 11 valore dei bit di inf oritiazione . 

II numero di bit di controllo che e necessario 
aggiungere a' ogni parola di -inf ormazione viene 
10 determinate in base alia lunghezza della parola di 

O ^ 

informazione stessa ed al numero di errori per parola ^ 

% d 

che si vogliono correggere. 

z 5 

Piu in generale, la codifica a controllo ci % 
dell'errore pu6 essere estesa dall' alfabeto binario g b 

15 (contenente solo i due simboli e 1" ) a un alfabeto 

piu esteso contenente q simboli. In questo caso la 
codifica consiste nell' aggiunta di un certo numero di 
simboli (non piu di bit) a ogni parola da memorizzare, e 
la correzione degli errori consiste nella correzione dei 

20 simboli errati. 

Questa estensione al caso g-ario si addice in modo 
particolare alle- memorie multilivello, in cui ogni cella 
di memoria e in grado di immagazzinare piu di un bit (ad 
esempio r bit) . In questo caso, infatti, il 

25 malfunzionamento di una cella di memoria puo degradare 
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il valore di tutti i bit in essa memorizzati . Risulta 
quindi piu agevole associare a ogni blocco di r bit, 
memorizzati in unica cella, un simbolo q-ario, cioe 
appartenente a un alfabeto costituito da qp=2'^ simboli 
5 distinti- Ogni simbolo viene quindi memorizzato in una 
cella di memoria multilivello distinta. In questo modo, 
ogni parola di informazione di k bit viene vista come 
una parola costituita da k/r simboli q-ari (pari al 
numero di celle di memoria che formano ogni parola) , e 
10 -la correzione di un simbolo equivale alia correzione di 

tutti gli r bit a esso associati. S c 

O J 

^ I metodi di controllo dell'errore integrati in una 

memoria a semiconduttore devono soddisfare tre requisiti o ^ 
fondamentali : 

15 - il tempo richiesto per I'operazione di codifica e 

per I'operazione di decodifica (comprendente la 
rivelazione e la correzione dell'errore) deve influire 
solo in minima parte sul tempo d'accesso alia memoria; 

- I'area aggiuntiva dovuta ai circuiti di codifica 
20 e decodifica e alle celle di controllo deve essere 

minimizzata; 

- la tecnica usata deve almeno garantire la 
correzione di qualsiasi tipo di errore sulla singola 
cella, che nel caso di celle multilivello puo consistere 

25 nell' errore su piu bit. 

- 8 - 
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Affinch6 i tempi di codifica e decodifica non 
degradino il tempo di accesso/ si ricorre tipicamente 
all'utilizzo di strutture di codifica parallela o a 
matrice, che offrono le maggiori velocita di calcolo. 
Per una trattazione piu dettagliata sull^ argomento si 
veda ad esempio C. V. Srinivasan, ""Codes for error 
correction in high-speed memory, systems - part I: 
correction of cell defects in integrated memories" IEEE 
Trans. Comput., vol. C-20, no. 8, Agosto 1971, pp. 882- 
888. 



Per quanto riguarda invece il secondo punto, I'area 5 
viene minimizzata scegliendo codici con caratteristiche Q ^ 
adatte all' applicazione ed opportunamente ottimizzati . § ^ 
L' ultimo punto einfine garantito dall' utilizzo di ^ ^ 
15 codici g-ari, che consentono la rivelazione e la 
correzione degli errori sulle celle di memoria, 
indipendentemente dal numero di bit errati associati a 
ciascuna di esse. 

Le memorie multilivello progettate per contenere r 
bit per cella possono pero anche - funzionare 
immagazzinando un numero minore di bit per cella. In 
questo caso per la scrittura e per la lettura si puo 



usare un sottoinsieme dei 2^-1 livelli di riferimentor 



disponibili. L' esempio estremo (e piu semplice/)^\'?di 
25 questa condizione di f unzionamento si' ha quando- si 1 
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utilizza una memoria multilivello come normale memoria 
bilivello - 

La scelta di diminuire il numero di livelli riduce 

la capacita di memorizzazione della memoria/ ma ne 

5 aiomenta 1' af f idabilita. Ad esempio, nel caso delle 

memorie nonvolatili, la riduzione del numero dei livelli 

consente di garantire la ritenzione dell' informazione 

per un tempo piu lungo e in condizioni ambientali piu 

sfavorevoli, . 

10 Normalmente la scelta della modalita di _ 

funzionamento viene effettuata in modo permanente dal ^ ^ 

produttore; m questo caso la possibilita di cui sopra y ^ 

pud essere interessante ad esempio per ottenere una' ^ Z 

O ^ 

memoria con un numero minore di bit per cella come a — 
15 sottoselezione di una progettata per contenere un numero 
maggiore di bit, al fine di una complessiva riduzione 
dei costi. 

Attualmente, pero, per soddisfare le crescenti 
richieste del mercato, si stanno progettando dispositivi 

20 di memoria in 'cui ancrie 1' utilizzatore finale possa 
decidere la modalita. di funzionamento in base al tipo di 
impiego del dispositivo, e di conseguenza e sempre piu 
sentita I'esigenza di realizzare un metodo di controllo 
dell'^errore polivalente che sia in grado, utilizzando 

25 gli stessi circuiti/ di proteggere i dati immagazzinati 



- 10 - 



in celle che funzionano a un numero diverso di livelli. 

Tale esigenza e ulteriormente rafforzata dal fatto 
che i dispositivi di itiemoria delle prossime generazioni, 
con grande capacity di meiaorizzazione, potranno essere 
5 conf igurabili settore per sefetore ed avere quindi 
settori interni impostati con un numero diverso di bit 
per cella (si veda ad eserapio il brevetto statunitense " 
US 5, 574, 879) . 

Dispositivi di memoria di questo tipo potranno ad 
10 esempio essere utilizzati all' interne di carte 

Oca 

multimediali, consentendo di meitiorxzzare in settori aS S 

basso numero di bit per cella il microcodice per il O 

microprocessore che gestisce la carta e in settori ad ^ 

O 1 

alto numero di"* bit per cella i dati dell'utente. % 
15 Scopo della presente invenzione e quindi quelle di 

fornire un metodo di costruzione di un codice a 
controllo dell'errore per celle. di memoria multilivello 
funzionanti a un numero variabile di livelli di 

r 

memorizzazione ed un metodo polivalente di controllo 
20 dell'errore utilizzante tale codice a controllo 
dell'errore che consentano, utilizzando . gli stessi 
circuiti, di proteggere i dati immagazzinati in celle 
che funzionano a un numero diverso di livelli. 

Secondo ^ la presente invenzione viene fornito un 
25 metodo di costruzione di un codice a controllo 
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dell'errore per celle di ineraoria multilivello 
funzionanti a un nuitiero variabile di livelli di 
memorizzazione, come definite nella rivendicazione !• 

Secondo la presente invenzione viene fornito un 
5 metodo polivalente di controllo dell'errore per celle di 
memoria multilivello funzionanti a un numero variabile 
di livelli di memorizzazione, come definite nella 
rivendicazione 10 . 

Per una migliore comprensione della presente 
10 invenzione viene ora deseritta una forma di 
realizzazione preferita, a pure titolo di esempio non 
limitative e con riferimento ai disegni allegati, nei ^ 
quali: 

- le figure 1, 2 e 3 mostrano tabelle relative al < o 

tu ^ 

15 metodo di costruzione secondo la presente invenzione; *=« ^ 

- le figure 4a, 4b e 5a, 5b mostrano circuiti 
^ moltiplicatori utilizzati per 1 ' iiaplementazione del 

metodo di controllo dell'errore secondo la presente 
invenzione; 

20 - la figura 6 mostra un diagramma di flusso delle 

operazioni relative alia costruzione del metodo di 
controllo dell'errore secondo la presente invenzione; 

la figura 7 mostra un diagramma a blocchi 
rappresentativo delle operazioni di codifica, 

25 memorizzazione e decodifica di una parola di 
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informazione relative a un codice a controllo 
dell'errore non polivalente secondo I'arte nota; e 

la figura 8 mostra un diagramma a blocchi 
rappresentativo delle operazioni di codifica, 
memorizzazione e decodifica di una parola di 
informazione relative a un codice a controllo 
dell'errore polivalente secondo la presente invenzione. 

Per facilitare la comprensione della presente 
invenzione qui di seguito vengorio introdotte alcune 
notazioni relative alia codifica lineare a blocco 
utilizzata dalla presente invenzione per -rivelare e 
correggere errori in memorie multilivello . Per una 
trattazione piu dettagliata di tale argomento si vedano 
ad esempio W. W. Peterson, E. J, Weldon, Error- 
Correcting Codes, 2"^*^ ed., M.I.T", Press, Cambridge 
(Massachusetts), 1972, ed R. E. Blahut, Theory and 
Practice of Error Control Codes, Addison-Wesley, Reading 
(Massachusetts ) , . 19 83 . 

In particolare, chiamiamo simboli g-ari gli 
elementi di un alfabeto contenente g simboli distinti-, 
chiamiamo parola di informazione il vettore di k simboli 
g-ari da scrivere nella memoria e lo indichiamo con: 

i=(ii/ izf ik) p> / ■ 

Nella codifica lineare a blocco, la parol^^/vdi i 



informazione viene mappata biunivocamente in un vettore 
di n siitiboli g-ari (con n>k) , che chiamiaiao parola di 
codice e indichiamo con: 

5 C=(Ci/ C2..., Cn) 

L'operazione di codifica pud essere descritta in 

forma algebrica introducendo la matrice G, chiamata 

matrice generatrlce del codice (si veda a tale proposito 

W. W. Peterson, E.J. Weldoh, Error-Correcting Codes, 2'''^ 

10 ed., M.I.T. Press, Cambridge (Massachusetts) , 1983). 

:Ogni parola di codice c puo essere generata ^ ^ 

O ^ 

semplicemente ef fettuando il prodotto della parola di < ^ 

^ o 

informazione per la matrice generatrlce, come espresso g 

gd • — 



15 



nella seguente equazione: 



dove i e c sono vettori riga. 

La matrice G e una matrice rettangolare con k 
righe, n colonne e rango k (affinche 1' applicazione 
20 i c sia iniettiva) . 

Per ogni codice lineare {n, k) esiste una matrice 

H, chiamata matrice del controllo di parita (si veda il 

) 

succitato testo Error-Correcting Codes) , avente n-k 
righe e n colonne, tale che: 

25 
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G- 'H=0 



10 



15 



dove 0 indica la matrice kx(n-k) con elementi tutti 
nulli, e '^H indica la trasposta della matrice H. 

Gli n-k simboli/ aggiunti durante la codifica, 
prendono il nome di simboli di parita o simboli di 
controllo, 

Chiamiamo codice g-ario {n, k) I'insieme delle 



parole di codice ottenute dalla codifica di tutte le 
possibili. parole di inf ormazione e definiamo capacita di 
correzione del codice g-ario (n, k) il numero t di 
errori (cioe di simboli g-ari errati) per parola che il ^ cs> 
codice e in grado di correggere. §^ 
La seguente disequazione, nota col nome di limite < ° 

Qri g 

di Hamming (si veda il succitato testo Error-Correcting ^ 
Codes) , fornisce il minimo numero di simboli di parita 
richiesti affinch^ un codice lineare g-ario (n, k) abbia 
capacita di correzione t: 



Alia luce delle notazioni sopra introdotte, verra 
qui di seguito descritta la prbcedura di costruzione 
della matrice generatrice di un codice jb^-arip (/i, k) , 
tale che la stessa matrice possa essere utilizzata anche 
per effettuare le operazioni di codifica e decodifica 




(1) 
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per un codice Jb-ario (n, k) avente la stessa capacita di 
correzione del codice di partenza. In questo modO/ si 
ottiene. un unico circuito di codifica e un unico 
circuito di decodifica utilizzabili per entrambi i 

.5 codici . , 

In particolare, al solo scopo di facilitare la 
comprensione del problema della costruzione della 
matrice generatrice, verra ora illustrata 1' applicazione 
del metodo secondo la presente invenzione a un esempio 

10 specif ico, che comunque non limita 1' applicabilita al qs 

caso generale, e successivamente verra dimostrata in ^ c 

O 

termini rigorosi la fattibilita di quanto illustrato X < 

nell' esempio specif ico. q g 

cat: b 

^ Si consideri ad esempio il caso di una memoria a 16 ^ 
15 livelli che possa essere utilizzata anche come memoria a 
4 livelli. Si vuole costruire un circuito per la 
correzione dell'errore in grado di correggere errori che 
coinvolgono gruppi di 4 bit associati alia stessa cella 
di memoria. Alio stesso tempo il circuito deve essere in 
20 grado di effettuare la correzione anche nella modality a 
4 livelli, cioe di correggere errori che coinvolgono 
gruppi di 2 bit associati alia stessa cella di memoria. 

Si supponga che per 1' applicazione a cui e 
destinato il codice sia sufficiente correggere un .solo 
25 errore per parola (t=l) e che ogni parola di 
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informazione, nella modalita di funzionamento a 16 

livelli, sia costituita da 16 siinboli esadecimali {k=16f 

jb^=16), mentre nella modalita a 4 livelli sia costituita 

da 16 siinboli quaternari (k^l6, b=4) . 

Innanzitutto si deve valutare il niomero di simboli 

di parita richiesti in entrambe le modalita di 

funzionamento, ricorrendo al limite di Hamming, In 

questo caso {k=16, t=l), grazie alia relazione (1) si 

ricava Che sia in base 16 (g=16) , sia in base 4 (qr4) , s 

^ TO 

sono richiesti 3 simboli di parita (quindi n=19) . La ^ c 

O J 

matrice generatrice del codice in base 16 utilizzabile ^ < 
anche come matrice generatrice del codice in base 4 pud q ^ 
essere ottenuta nel modo seguente. 

Per prima cosa si costruisce la matrice generatrice 
del codice in base 4 che soddisfa i requisiti iniziali 
per i valori di n, k e t. Nell' esempio considerate, una 
matrice quaternaria che soddisfa i requisiti . specif icati 
puo essere ottenuta abbreviando il codice di Hamming 
(21, 18) in base 4 (per le definizioni di codice di 
Hamming e di operazione di abbreviazione si veda il 
succitato Theory and Practice of Error Control Codes) . 
Un esempio e da to dalla seguente matrice: 
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Si vuole ora convertire la matrice quaternaria d 
in una matrice esadecimale, che generi un codice in base 
16 con la stessa capacita di ^ correzione del codice 
5 quaternario di partenza (riferita pero a simboli 
esadecimali) . 

Si tratta di trovare la giusta corrispondenza 
biunivoca tra gli elementi quaternari {0, 1, 2, 3} e 
quattro degli elementi esadecimali {0, 1, 2, 3, A, 5, 6, 
10 7, 8, 9, A, B, D, E, F} . I quattro elementi 

esadecimali corrispondenti "agli elementi quaternari {0, 
1, 2, 3} sono detti elementi isomorfi agli elementi 
quaternari {0, 1, 2, 3}. 

La corrispondenza deve essere tale da fornire una 
15 matrice che, quando viene utilizzata in modalita a 4 
livelli, generi parole di codice che contengano solo i 4 
simboli esadecimali • scelti . 

Nel seguito verra descritto come ottenere le 



o ^ 
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10 



15 



corrispondenze che soddisfano questa condizione per il 
caso generale. 

Nel caso specif ico preso ad esempio esistono due 
corrispondenze biunivoche che permettono una corretta 
conversione della matrice generatrice Gi : 

0 <r^ 0 0 0 

1 <-> 0 1^1 

2 <r^ 6 2 <-> B 

3 <r> 1 3 <r^ A " 

In atre parole, secondo la prima corrispondenza gli 
elementi esadecimali isomorfi agli elementi quaternari 
{0, 1, 2, 3} sono rispettivamente {0, 1, 6, 7}, mentre 
secondo la seconda corrispondenza gli elementi 
esadecimali isomorfi agli elementi quaternari {0, 1, 2, 
3} sono rispettivamente {0, 1, A, B} . 

Utilizzando la prima corrispondenza, come matrice 
generatrice si ottiene: 



O J 
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Visto che i circuit! digitali che effettuano la 
codifica e la decodifica funzionano in logica binaria, e 
necessario descrivere le operazioni che interessano la 
matrice G2 in termini di operazioni binarie. Inoltre gli 
5 elementi esadecimali devono essere trattati sfruttando 
la loro notazione binaria. 

La matrice G2 cosl ottenuta e in grado di 
'^^1^ funzionare in modalita 4 e 16 livelli, posto che in 

modal ita 4 livelli i simboli quaternari i(ovv-ero le 
10 coppie di bit) vengano mappati in simboli esadecimali Q § 

O J 



(ovvero in gruppi di 4 bit) seguendo la stessa 



corrispondenza biunivoca . utilizzata per ottenere la < 
matrice. In questo caso: ^ 



00 (=0) ^ 0000 (=0) 
15 01 (=1) 4^ 0001 (=1) 

10 (=2) ^ 0110 (=6) 

11 (=3) ^ 0111 (=7) 

I circuiti di codifica e decodifica richiedono 
sempre lo stesso numero di bit di ingresso e forniscono 

20 sempre lo stesso numero di bit di uscita, 

-.1 

indipendentemente dal fatto che la modalita di 
f unzionamento sia a 16 o a 4 livelli. Nel caso di 
f unzionamento della memoria a 4 livelli e compito di 
particolari circuiti che precedono il codificatore e che 
25 seguono il decodif icatore quelle di mappare ogni simbolo 
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• 



25 



quaternario (costituito da 2 bit) nel corrispondente 

simbolo esadecimale (costituito da 4 bit) . In 

partico.lare/ la rete che precede il codificatore 
> 

trasforma gruppi di 2 bit in gruppi di 4 bit secondo la 
5 corrispondenza sopra riportata, mentre la rete che segue 
i decodif icatore opera la trasf orinazione di gruppi di 4 
bit in gruppi di 2 bit sempre secondo la stessa 
corrispondenza. Una spiegazione piti dettagliata di 
questo aspetto' dell' invenzione verra -effettuata in 
10 seguito con riferiiaento alle figure 7 e 8. Q§ 
Si intende ora diitiostrare in termini rigorosi la ^ 
fattibilita di quanto appena esposto relativainente al g :=g 
succitato esempio specif ico. g 
In particolare, la dimostrazione che segue verra 
15 effettuata prendendo in considerazione la base binaria, 
ossia verra spiegato come ottenere una relazione 
biunivoca che consente la conversione. di elementi jb-ari 
in elementi Jb^-ari, con jb=2 . 

Quanto detto relativamente al caso h=^2, tuttavia, e 
20 applicabile tale e quale alia conversione di elementi h- 
ari in elementi b^-ari, con h qualsiasi. . 

Per effettuare questa dimostrazione rigorosa e 
indispensabile richiamare alcune nozioni di algebra dei 
campi finiti. J^^^^^^Af^ 
Indichiamo con GF(g^) il campo di Galois {Qh^^^$ iJr-* 
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campo a element! finiti) contenente cf elementi (per una 
trattazione dettaglia dell' argomento si veda il 
succitato Theory and Practice of Error Control Codes) . 

Siccome GF{q^) e un campo finito, moltiplicando un 
5 suo elemento fi per se stesso un certo numero di volte si 
ottiene ancora fi . Si definisce ordine di R il minimo 
intero i per cui J5^=fi (per una trattazione dettaglia 
dell' argomento si veda il succitato Error-Correcting 
Codes) . 

O ^ 

10 Dati due campi GF(g^) e GF{q^) , si puo dimostrare ^ ^ 

che GF(g^) e un sottocampo di GF{q^) se e solo se s e no 
divisibile per r. In tal caso GF(q^) e detto campo 
esteso di GF(g^) . gs- 5 

Si puo dimostrare che un codice lineare a blocco q- 

15 ario (n, k) e un sottospazio vettoriale di dimensione k 
dello spazio vettoriale n-dimensionale costruito su GF{q) . 

All ' interne di ogni campo GF(qr^) esistono qr 
elementi che costituiscono il sottocampo GF{q) con le 
stesse operazioni definite in GF(qr^) . Gli elementi di 

2 0 GF(q) sono gli unici elementi phe in GF(q^) hanno ordine q. 

In ogni campo di Galois GF(g^) esiste un elemento 
particolare a, detto eJeinento primitivo, avente ordine 
q^ . Moltiplicando a per se stesso si ottengono tutti gli 
altri elementi del campo a esclusione dello zero. 

25 Esprimendo quindi gli elementi di GF(g^) come potenze di 
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a, e possibile riconoscere gli element! del sottocampo 
GF(q) , poiche questi sono gli elementi 0, 1 e gli altri 
elementi di GF{q^) aventi ordine uguale agli elementi di 
GF(g), cioe i termini con esponente pari .a (g^-1) / (qr-l) , 
5 2(cf-l)/(g-l), (g-2) (qr^-1)/ (qr-1) . 

Sia per evidenziare una corrispondenza biunivoca 
tra gli elementi di un campo GF(q^) con quelli del 
sottocampo GF{q) , sia per ottenere una descrizione in 
forma binaria delle operazioni da ef f ettuare durante la 
10 codifica e la decodifica/ e utile ricorrere alia Q ^ 

descrizione polinomiale dei campi di Galois. S c 

O J 

Un polinomio p(x) di grado r su GF(q) e un <2 
polinomio nell' incognita x i cui coefficienti e il cui OM 
termine noto sono elementi di GF(q) . 

15 Le operazioni tra due polinomi su GF(q) coincidono 

con le usuali operazioni tra polinomi, con I'eccezione 
che le somme e i prodotti tra i coefficienti sono 
effettuate in GF(q) . 

Ogni campo esteso GF{q^) pud essere generate a 

20 partire dal sottocampo GF{q) , ricorrendo alia 
rappresentazione polinomiale, Esiste infatti almeno un 
polinomio di grado s su GF(g) , grazie al quale e 
possibile costruire il campo GF{cf) . Tale polinomio e un 
polinomio prlmltlvo di GF{q) (per una trattazione 

25 dettagliata dell' argomento si veda il succitato Theory 
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and Practice of Error Control Codes) . 

Grazie al polinomio primitivo ogni elemento di 
GF(q^) puo essere rappresentato in forma qr-aria mediante 
un polinomio su GF{q) di grado (s-1), e le operazioni 
5 nel campo esteso GF(cf) pos'sono essere ottenute dalle 
operazioni di addizione e moltiplicazione tra polinomi 
su GF ig) . 

Per convertire una matrice su GF(q^) in una matrice 
su GF{q) e sufficiente disporre di una rappresentazione 
10 di GF{q^) su GF(q) e di una rappresentazione di GF(g^) 
su GF{2) . Posto Q=2^ , la prima rappresentazione puo 



O ^ 



essere ottenuta mediante un polinomio primitivo di grado ^ 
. s su GF{q) f mentre la seconda puo essere ottenuta ^ ^ 
mediante un polinomio primitivo di grado sr su GF{2) . ^ 

15 Nell'esempio specif ico descritto precedentemente, e 

stata utilizzata la rappresentazione del campo GF(16) su 
GF(4) ottenuta con il polinomio quaternario 
Pi (x) =x^+x+2, la rappresentazione del campo GF(16) su 
GF(2) ottenuta con il polinomio binario p2 (x) =x'*+x+l, 

20 entrambe riportate nella Tabella I di figura 1, e la 
rappresentazione del campo GF(4) su GF(2) ottenuta . con 
il polinomio binario pa (x) =x^+x+l, riportata nella 
tabella II di figura 2. ' 

In particolare, nella tabella I, la notazione 

25 esadecimale associata alia corrispondente notazione 
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polinomiale binaria altro non e che la rappresentazione 

in base esadecimale dei coefficienti dei termini 

incogniti del rispettivo polinomio binario ♦ In altre 

parole, per ciascuno dei polinomi binari, si forma una 

parola binaria con i coefficienti dei vari termini del 

polinomio binario e si converte tale parola binaria 

nella base esadecimale, ottenendo cosi la corrispondente 

notazione esadepimale. 

Analogamente, nella tabella II la notazione 

quaternaria associata alia corrispondente notazione 

polinomiale binaria altro non e che la rappresentazione g 

in base quaternaria dei coefficienti dei termini O 

< 

incbgniti del rispettivo polinomio binario. < 
Esaminando la tabella I, si possono riconoscere gli ^ 
elementi di GF(16) che sono elementi di GF(4) . In 
notazione esponenziale essi corrispondono agli elementi 
0, 1, e .a^°, mentre in notazione esadecimale (ottenuta 
dalla notazione polinomiale binaria convertendo in base 
esadecimale i coefficienti dei polinomi associati a 
ciascun polinomio), sono gli elementi 0, 1, 6 e 7. 

In particolare, si nota come, a parte 0 e 1, la cui 
associazione e evidente ed immediata, sia e hanno 
molteplicita quattro e pertanto, le sole 

rappresentazioni polinomiali binarie di GF(16) su''^F(2r^^ 
e di GF(4) su GF(2) non sono sufficienti per stabilire « 



se la corrispondenza esatta sia 2— >6 e 3— >7 oppure sia 
2— >7 e 3— >6. Attraverso perd la rappresentazione 
polinomiale di GF(16) su GF(4), 1' associazione corretta 
risulta automatica, come mostrato nella tabella I. 
5 Si puo dimostrare che, fissati n, k e t, se il 

limite di Hamming definite dalla relazione (1) e 
soddisfatto per <3F=p^f allora lo stesso limite e 
soddisfatto anche per g=p" (con p primo, res inter i 
positivi) . 

10 Pertanto, e sempre possibile convertire la matrice 

O 

generatrice di un codice lineare a blocco (n, k) su ^ 

GF(p^) nella matrice generatrice di un codice lineare a ^ o 

blocco {n, k) su un qualsiasi campo esteso GF(p'"^) . ^ ^ 

O & 

L^estensione pud essere effettuata mappando ogni 



CQ 



15 elemento di GF{p^) , che compare nella matrice di 
partenza^ nel corrispondente elemento del campo esteso. 
La corrispondenza tra gli element! dei due campi e 
espressa nella rappresentazione di GF(p^*^) su GF(p^) , a 
cui va affiancata una rappresentazione di GF(p") su 

20 GF(p) , che consente la realizzazione in logica p-aria 
delle operazioni di codifica e decodifica. 

In particolare^ per ogni codice lineare a blocco su 
GF(2") le operazioni di codifica e decodifica possono 
essere effettuate in logica binaria ricorrendo alia 

25 rappresentazione polinomiale binaria degli elementi del 
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campo . 

La matrice generatrice ottenuta genera un codice 
(n, k) su GFip""^) che risulta isomorfo a un codice 
(n, k) su GF(p"^) avente almeno la stessa capacita di 
5 correzione del codice sul campo esteso. Si possono cosl 
sfruttare gli stessi circuiti di codifica e di 
decodifica per parole con lo stesso numero di simboli su 
GFip"") o su GF(p^^) . 

Per realizzare i circuiti di codifica e decodifica 

O ^ 

10 in logica binaria e necessario disporre di una ^ ^ 

descrizione delle operazioni di GF{p^^) in termini di r\ o 

operazioni tra bit. Ricorrendo alia rappresentazione in ^ =^ 

< 

forma polmomiale binaria, m ogni campo d± Galoxs con g 5 
un numero di elementi pari a una potenza di 2 si possono 

15' effettuare tutte ie operazioni di addizione e 
moltiplicazione tra gli elementi del campo mediante le 
operazioni di addizione e moltiplicazione in GF{2) . Tali 
operazioni coincidono rispettivamente con le operazioni 
logiche di exor (or esclusivo) e di and. 

2 0 Ogni operazione di somma tra due elementi di GF{2^) 

pud essere quindi realizzata semplicemente effettuando 
in GF(2) le m+l somme tra i coefficienti dei termini di 
pari grado dei due polinomi. 

La moltiplicazione di un elemento incognito w[x) di 

25 GF(2'") per un determinato elemento e(x) dello stesso 
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campo puo essere realizzata in forma binaria ricorrendo 
alia rappresentazione polinomiale nel modo seguente: 

y(x)^Rpi^){w{x) e(x) ;=y;n-ix^-+ym-2x"'^+... +yo 

5 dove i coefficienti yi sono coefficienti binari, p(x) e 
il polinomio primitivo binario con cui e costruito 
GF(2'") e Rp[x){g{x)} indica il resto della divisions del 
polinomio g(x) per il polinomio p(x) . 

A questo punto si puo notare che la realizzazione 
10 circuitale dei blocchi, che effettuano le o 

moltiplicazioni per gli elementi della matrice § c 

O -5 

generatrice diversi da 0 e 1, cainbia al variare del ^ < 
polinomio primitivo binario utilizzato per rappresentare q :g 



il campo esteso. Ad esempio, tornando all'esempio 
15 esaminato precedentemente, la rappresentazione 

polinomiale binaria del campo GF(16) ottenuta mediante 
il polinomio p4 (x) =x''+x^+l , riportata nella tabella III 
di figura 3, richiede un diverse numero di porte logiche 
sia per effettuare la moltiplicazione per a^, sia per 
20 effettuare la moltiplicazione per oc^^ . 

Infatti, per effettuare la moltiplicazione di un 
elemento incognito y per a^, nel caso in cui si scelga 
la rappresentazione polinomiale riportata nella tabella 
1, si precede nel modo seguente: 

25 
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y=Y3X^+Y2X^+Yix+Yo 
Y-a^=Rp2(x, {Y3X^+ {Y3+Y2) (Y2+Y1) x^+ (Yi+Yo) x^+yox} 

dove Kp2(x){g(x)} indica il resto della divisione del 
polinomio g(x) per il polinomio P2(x). Si ottiene 
5 quindi : 

Y-a^= (Y2+Y1) x^+ (Ys+Yi+Yo) x^+ (Y2+Y0) x+ (Y3+Y2) 

Le operazioni di somma tra i coefficienti ji sono 
addizioni binarie e quindi posspno essere realizzate con 
porta logiche di tipo exor. 

P ffi* 

10 Analogamente, per la moltiplicazione per a^^ si ha: ^ ^ 

Y-a^°= (Y3+Y2+Y1) x^+ (Y3+Y2+Y1+Y0) x^+ (Y2+Y1+Y0) x+ (Y3+Y2+Y0) ^ % 

Pertanto, le moltiplicazioni per a ed a in GF(16) ^ ^ 
possono essere effettuate con i circuiti iriostrati 
15 rispettivamente nelle figure 4a e 4b. 

Sfruttando invece la rappresentazione di tabella 
III, la moltiplicazione di y P®^ ^ descritta dal 

polinomio : 



20 y a^= (Y3+Y1+Y0) x^+ (Y3+Y2+Y1) x^+ (Y3+Y2+Y1+Y0) x+ {Y2+YiH-Yo) 



e la moltiplicazione di y per 6 descritta daix 



Y-a^^= (Yi+Yo) x^+ (Ys+Yi ) x^+ (Y3+Y2+Y0) x+ (Y2+Y1 ) 
I relativi circuiti di moltiplicazioni son^ 
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mostrati rispettivamente nelle figure 5a e 5b. 

Si noti che non sempre occorre utilizzare un exor 
per ogni segno '^+" presente tra i coefficienti 
nell' equazione che fornisce il prodotto. Infatti le 
5 somme, anche se in posizioni diverse, possono 
coinvolgere gli stessi coefficienti ed e quindi 
possibile ridurre il numero di porte logiche. 

Confrontando le figure 4a/ 4b e 5a, 5b appare 
evidente che, per quanto riguarda la raoltiplicazione per 
10 I'elemento a^, la prima rappresentazione richiede un 



numero minore di porte exor (cinque contro sei) . ^ ^ 

O ^ 

Per ottenere un codice a controllo dell'errore su 21 

GF(q^) con determinate specif iche m termini dx k e t, ^ o 

on: c 

che possa essere utilizzato anche su GF{q) , va dapprima ^ ^ 
15 . calcolata la matrice generatrice (o la matrice del ^ 
.controllo di parita) di un codice su GF(g) . Per ottenere 
la matrice si pu6 fare ricorso a una famiglia nota di 
codici, quali ad esempio i codici di Hamming e i codici 
BCH (per una trattazione dettagliata dell' argomento si 
20 veda ad esempio S, Benedetto, E. Biglieri, V. • 
Castellani, Digital Trasmission Theory, Prentice Hall, 
Englewood Cliffs- (New Jersey), 1987), 

Successivamente si abbrevia la matrice ottenuta al 
valore di k voluto. Per 1' abbreviazione della matrice si 
25 devono prendere in considerazione le possibili 
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rappresentazioni di GF(q^) su GF(2) e valutare quale di 

queste permette la realizzazione dei blocchi circuital! 

di a^^ea rainore. Una volta scelta la rappresentazione si 

pud procedere all' abbreviazione del codice eliminando le 

5 colonne della matrice del controllo di parita contenenti 

il maggior n\iitiero di simboli di GF{q^) per i quali la 

moltiplicazione . risulta piu dispendiosa in termini di 

i 

area. 

Tornandb all' esempio considerato precedentemente, 
10 la matrice generatrice Gi e stata ottenuta abbreviando 

O ^ 

la matrice generatrice del codice di Hamming (21, 18) su^^^: ^ 

^ CO 

GF(4) . Per minimizzare il numero di porte logiche cheQ g 
compongono il circuito di codifica, 1' abbreviazione deveg ^ 
procedere con I'intento di minimizzare il numero dip^'g 

15 simboli 2 e 3 (ovvero e a^^) • Dopo aver scelto il 

polinomio binario per la rappresentazione binaria di 
GF(16), si puo determinare quale simbolo tra e a''-^ 

richiede il minor numero di porte logiche. Tale simbolo 
va preferito durante 1' abbreviazione . 

20 Nell' esempio preso in considerazione, scegliendo 

come polinomio primitive per la costruzione di GF(16) il 
polinomio P2(x), vanno preferiti i termini in che 
richiedono 5 porte exor contro le 6 porte exor richieste 
dalla moltiplicazione per a^^. La matrice generatrice 

25 pill conveniente in termini di risparmio di area risulta 
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7 



essere la matrice G2 sopra scritta. Al contrario, 
sfruttando la rappresentazione di GF(16) ottenuta 
mediante il polinomio P3(x) risulta piu vantaggioso 
utilizzare la matrice G3 di seguito indicata, poiche in 
questo caso la moltiplicazione per a^°=A richiede cinque 
porte exor contro- le sei porte exor di a^=B. 
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In generale, quindi, dati i valori di A: e t, la 
10 procedura" da seguire per costruire un codice a controllo 

dell'errore in grado di operare su cel.le di memoria ,1 
funzionanti a un numero di livelli che puo assuinere 
tutti i valori dell' insieme {jb^i, if^^^, jb^iV-^/.} ^ con b, 

a-i, ah interi positivi, e la seguente (si faccia 

15 riferimento anche al diagrainma di flusso mostrato nella 
figura 6) . 



1. Acquisiti Jc, * t, b^, b^^. 



che 



rappresentano le specifiche di progetto del codice a 
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10 



15 



20 



25 



controllo dell'errore che si vuole ottenere (blocco 10), 
si calcola il minimo valore di n - tale che sia 
soddisfatto il liitiite di Hamming definite dalla 
relazione (1) sopra riportata (blocco 20) . 

2. Dati nek, si calcolano i valori massimi di n e 
kr indicati nel seguito rispettivamente con nek, che 
soddisfano il limite di Hamming per q=h^^f t e {h-k) = (n- 
k) (blocco 30) . 

In altre parole, dato che il valore di n calcolato 

O ^ 

al punto precedente con la relazione (1) rappresenta il ^ ^ 



numero di simboli di una parola di codice di un codice 



12 



lineare g-ario abbreviate e che, quindi, gli n-k simboli < ^ 
di parita di tale codice lineare abbreviate 



CO ^ 



rappresentano il minimo numero di simboli di controllo 
richiesti affinche il codice abbia capacita di 
correzione t, nel punto 2, si utilizza nuovamente la 
relazione (1) per calcolare, dati i valori di n e Jc del 
codice lineare qr-ario abbreviate, i valori h e k del 
corrispondente codice lineare qr-ario non abbreviate. 

3. Si determina la matrice generatrice del codice 
abbreviate (n, k) su GF(jb^) con t date (blocco 40). 

4. Si costruisceno le rappresentazioni esponenzL^^''*'' 
dei campi GF(jb^) , GF ( Jb^^O , .... GF(jbV."^) (blocco 50)^/ 




5. Sulla base delle rappresentazioni esponens^a^li^y:'- 
di cui al punto precedente, si identificano gli elejRin^i^^^^''^^^i/ 
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del campo GFljb^V-^O che fanno parte anche dei campi 

GF(jb^), GF(jb^i^), GF(jb^^-^-0 (blocco 60). 

In particolare, gli element i di GF (jb^»V^) che fanno 

parte anche di GF(jb^i) , GF (jb"0 / GF(b^V-^i-i) sono 

5 quelli che hanno una molteplicita rispettivamente pari a 

ifx, Jb^i^, jb^iV-^/^i. Nell' esempio specif ico preso in 

considerazione in precedenza, gli elementi di GF( 16) che 

fanno ^parte di GF(4) sono i simboli 0, 1, e a^°, in 

quanto sono gli unici che hanno una molteplicita pari a - 

10 quattro, ossia sono gli unici che, moltiplicati quattro 

O ^ 

volte per se stessi, forniscono come risultato sempre ^ 

stes si . ■ r\ o 

Si sottolinea inoltre il fatto che in letteraturaS "a 

6 & 

la defmizione di molteplicita non e univoca. Irg 5 
15 particolare, in alcuni testi e definita, analogamente a 

r 

quanto fatto in questa trattazione, come il numero di 
volte che un elemento del campo a elementi finiti deve 
essere moltiplicato per se stesso per ottenere 
nuovamente tale elemento, mentre in altri testi la 

20 molteplicita e una funzione lineare di tale numero* 
Pertanto, 1' identif icazione degli elementi di GF (b^^^^-^-) 
che fanno parte- anche di GF (Jb^) , GF(jb^^) , GF (jb^^iV-^-^O 
puo anche essere fatta utilizzando una definizione di 
molteplicita differente da quella utilizzata in questa 

25 trattazione, senza per questo modificare in alcun modo 
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quanto descritto. . 

6. Si stabiliscono quindi le corrispondenze 
biunivoche fra gli element i del campo GF(jb^V-^*) e gli 
elementi del campi GF(jb^) , GF(jb"0 / .../ GF(jb^iV-^i-i) ad 
5 essi isomorfi identificati nel punto precedente (blocco 
70) , e si sostituisce quindi ciascuno degli elementi 
della matrice generatrice su GF(jb^) di cui al punto 3 
con il corrispondente elemento isomorfo appartenente a 
GF(jb^iV-^/.) , ottenendo cosi una matrice generatrice 
10 polivalente che, assieme alle succitate corrispondenze Q S 
biunivoche fra gli elementi dei campi GF(jb^), GF ( jb^^O f ^ o 

O ~Q 

GF(jb^V-^-0 e gli elementi del campo GF{jb^.V-^) ad essi 
isomorfi, definisce* il codice a controllo dell'errore ^'5 

ail S? 



polivalente desiderato (blocco 80) . 

15 In particolare, per stabilire le corrispondenze 

biunivoche fra gli elementi dei campi GF(jb^i) , GF(jb"0 , 
GF (jb^^^-^'-i) e gli :elementi del campo GF{jb"'-^'.) ad essi 
isomorfi, si costruiscono innanzitutto le 

rappresentazioni polinomiali binarie di tutti i campi 

20 GF(jb^O, GF(jb^^), GF(jb^V'^) mediante rispettivi 

polinomi primitivi di grado rispettivamente pari ai, 
aia2/ aia2...a^ su GF(2), attraverso le quali a ogni 

elemento di GF (jb^) , GF ( jb^^^ ) , GFCjb^V-^'.) viene 

associate un corrispondente polinomio binario di grado 

25 minore della rispettiva base, ossia a ogni elemento di 



CO 
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GF(Jb^O viene associate un corrispondente polinomio 

binario di grado minore di ai, a ogni eleitiento di 
^ GF(jb^i^O viene associate un corrispondente polinomio 

binario di grado minore di aia2/ e cosi via fino a 
5 GFib^^^^"^'*) , a ogni elemento del quale viene associate un 

corrispondente polinomio binario di grado minore di 

aia2...ah. 

Le corrispondenze biunivoche fra gli elementi del 
campo GF{jb^xV-^«) e gli elementi dei campi GF{b^^) , 

10 GF(jb"), GF(jb" "^'-0 e ad essi isomorfi vengono quindi Q it 

\ I < . 

stabilite utilizzando tali rappresentazioni pblinomiali 

O 

^, z < 

bmarae, nel modo seguente. < == 

< o 

Per ogni elemento di GFCb^^V-^O • isomorfo a un ^ -c 
elemento di 'GF(jb^Of si forma una prima parola binaria 

15 con i coefficienti dei termini incogniti del polinomio 
binario associate all' elemento di GF{lf'^^^"^^) e si 
converte tale parola binaria nella base jb^^V-^*, ottenendo 
un primo simbolo; si forma quindi una seconda parola 
binaria con i coefficienti del termini incogniti del 

20 polinomio binario associate all' elemento di GF(jb^i) e si 
converte tale parola binaria in una cifra nella base if^, 
ottenendo cosi un secondo simbolo;- i due simboli cosi 
ottenuti definiscono la corrispondenza biunivoca cercata 
fra I'elemento di GF{h^-^^"^-) e 1' elemento di GF(Jb^) a 

25 esse isomorfo. 
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Ripetendo quanto sopra descritto per tutti gli 
elementi di GF(jb"»"^0 isomorfi agli elementi di GF(b^^) , 
per tutti gli elementi di GF( jb^^^-^O isomorfi agli 
elementi di GF(jb^^O , e cosi via fino a tutti gli 
elementi di GF(jb^iV-^0 isomorfi agli elementi di GF { jb^^^*-^'- 
Of si ottengono le corrispondenze biunivoche cercate 
fra gli elementi del campo GF e gli elementi dei 
campi GF(jb^), GF(Jb^^) , GF(jb^^^"^*-0 e ad essi isomorfi. 

Nell'esempio specif ico preso in considerazione in 



10 precedenza (si veda la -tabella I), il simbolo ^ 

corrispondente ad ognuno dei quattro elementi 0, 1, a e S c 

10 P J 

a aitro non e che la rappresentazione in base < 
esadecimale della parola binaria formata dai ^ ^ 
coef f icienti dei termini incognlti del polinomio binario ^ ^ 

15 associate a tale elemento. 

Qualora . vi siano piu elementi del sottocampo ad 
avere la medesima molteplicita, 1' associazione fra tali 
elementi e quelli isomorfi del sottocampo corrispondente 
pud essere effettuata ricorrendo alia rappresentazione 

20 polinomiale del campo GF(jb^iV-^0 effettuata con polinomi 

costruiti sul sottocampo. , , 

/^'^ 

Ad esempio, se piu elementi del sottocappj©' 
GF(jb^>V-^) , con i<h, hanno la stessa molteplicita, alipka 
1' associazione fra tali elementi di GF{b^'^'"°') e quel%£ o'o'-'-^ 
25 ad essi isomorfi di GFib^^^'S) pud essere effettuata 
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costruendo la rappresentazione polinomiale di GFCJb"'***'^^ 
su GF(jb"2"^i) , ossia ricavata mediante un polinomio 
primitive di grado ai+i...ah su GF(b^^^r'^i) . Tale 
rappresentazione polinomiale fornisce automat icamente 
5 1' associazione cercata. 

Nell'esempio specif ico preso precedentemente in 
considerazione in questa trattazione (si veda ancora la 
tabella I) , vi sono due elementi di GF(4) ad avere 
molteplicita pari a quattro: questi elementi sono e o ^ 

10 - ^ 

10- a . Pertanto, le sole rappresentazioni polinomiali 5 c 
binarie di GF(16) e di GF(4) non sono sufficienti per ^ ^ 
stabilire se la corrispondenza esatta sia 2->6 e 3— >7 o S 
oppure sia 2-^7 e 3—^6. Attraverso pero la 
rappresentazione polinomiale di GF(16) su GFr4) , 

15 1' associazione corretta risulta automatical come 
mostrato nella tabella I. 

Per quanto riguarda invece la sostituzione ^degli 
elementi della matrice generatrice di GF(jb^i) con il 
corrispondente elemento isomorfo appartenente a 

20 GF ( jb^iV-^« ) / questa viene effettuata utilizzando i 
simboli, in base jb^i e jb^iV-^^^ rappresentativi degli 
elementi di GF(jb^V-^i.) isomorfi agli elementi di GF(jb^) . 

In particolare, ciascuno dei simboli nella base jb^» 
presenti nella matrice generatrice su GF{jb^O viene 
.25 sostituito con il corrispondente simbolo nella base 
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jt>*xV*^*»^ ottenendo cosl una matrice generatrice 
polivalente che def inisce un codice a controllo 
dell'errore utilizzabile con celle di memoria i cui 
livelli di memorizzazione possono assumere i valori 
5 dell' insieme {Jb^, b^^^, jb^V-^} . 

7. A questo punto, si determina, per ogni elemento 
della matrice generatrice polivalente (rappresentativo 
di un corrispondente elemento di GF(Jb"2"^*) ) , il numero 
di porte logiche richiesto per effettuare I'operazibne 

P ^ 

10 di moltiplicazione associata a tale elemento, ricorrendo ^ ^ 

/ S c:: 

alia rappresentazione polinomiale binaria (blocco 90) . O 

< 

8. Si abbrevia la matrice generatrice polivalente ^ o 
ottenuta al valore di k inizialmente specificato, ^ ^ 
minimizzando il nximero di elementi di GF(jb^^2"*^0 che 

15 richiedono il maggior numero di porte logiche (blocco 
100) • 

In altre parole, essendo la matrice generatrice 
G=[I, P] con k righe e h colonne, dove I e la matrice 
identita di dimensione k mentre P e una matrice 

20 ic X (n - k), si eliminano le righe della matrice P 
contenenti _ elementi che richiedono il maggior numero di 
porte logiche, fino ad ottenere una matrice generatrice 
abbreviata avente un numero di righe pari al valore di k 
specificate nel punto 1. 

25 9* Dalla matrice generatrice polivalente abbreviata 



- 39 - 



cosi ottenuta si possono generare i circuiti di codifica 
e decodifica nel modo consueto descritto ad esempio nei 
succitati Error-Correcting Codes e Theory and Practice 
of Error Control Codes. Tale matrice genera sempre un 
5 codice su GF( jbVz"^'.) : quando le celle funzionano con jb^ 
livelli il codice a controllo dell'errore generate dalla 
matrice generatrice polivalente abbreviata e, un codice a 
controllo dell'errore su GF{b^^^^"^^) isomorfo a un codice 
a controllo dell'errore su GF(jb^O che soddisfa i 
10 requisiti iniziali, mentre quando le celle funzionano ^ S 
con Jb^-^i livelli e* l<i<h, il codice a controllo 

is 

dell'errore generate dalla • matrice generatrice < ^ 
polivalente abbreviata e un codice a controllo ^ 
dell'errore su GF(b^V-^i.) isomorfo a un codice a 

15 controllo dell'errore su GF{b^^"'^^) che soddisfa i 
requisiti iniziali^. e cosi via (blocco 110) • 

Nelle figure 7 e 8 sono mostrati due schemi a. 
blocchi rappresentativi delle operazioni di codifica, 
memorizzazione e decodifica di una parola di 

20 informazione effettuate utilizzando un codic^e a 
controllo dell'errore non polivalente secondo I'arte 
nota e, rispettivamente, un codice ' a controllo 
dell'errore polivalente secondo la presente invenzione. 
Come si puo notare analizzando la figura 7, 

25 1' implementazione di un metodo di controllo dell'errore 
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non polivalente secondo I'arte nota operants su celle di 
memoria funzionanti solo a 2^ livelli di memorizzazione 
(inemorizzanti cioe r bit) prevede I'uso di un 
codificatore 120 che aggiunge ai k simboli 2^-ari delle 
parole di informazione di ingresso (n-k) simboli 2^-ari 
per il controllo dell^errore. Le parole di codice cosi 
ottenute vengono scritte nella matrice di memoria 122, e 
da questa lette, mediante circuiti di scrittura e di 
lettura 124, 126 noti che effettuano la scrittura e la Q§ 



10 lettura di n celle di memoria a 2^ livelli di ^ ^ 

O .8 

memorizzazione in un ciclo. <5 

Le parole lette vengono poi decodificate da un ^ % 

CO % 

decodif icatore 128 che, sulla base degli n simboli 2""- 
ari della parola letta, effettua il controllo 
15 dell'errore e restituisce in uscita parole di k simboli 
2^-ari che sono la stima delle parole di informazione 
originarie. 

Come si pud notare invece confrontando la figura 8 
con la figura 1, 1 ' implementazione di un metodo di 

20 controllo dell'errore polivalente secondo la presents 
invenzione operante su celle di memoria' funzionanti a 
2^^ livelli di memorizzazione (ad esempio, con s=l o 
ed • r fisso, celle di memoria memorizzanti r bit op 
2r bit rispettivamente) , prevede I'uso di 

25 transcodif icatore d' ingresso 130 che riceve in ingress 
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un segnale di controllo S indicative del numero di 
livelli di memorizzazione a cui funzionano le celle di 
memoria e tras forma quindi, simbolo per simbolo, gruppi 
di sr bit in gruppi di 2r bit sulla base delle 
5 corrispondenze biunivoche determinate, ossia converter 
simbolo per simbolo, le parole di informazione dalla 
-base in cui sono rappresentate, che e pari al numero di 
livelli di memorizzazione a cui funzionano le celle di 
memoria, a una base pari al numero- mass imo di livelli di- 
10 memorizzazione delle celle di memoria, utilizzando le 

suddette corrispondenze biunivoche Q ^ 

Un codificatore 132 aggiunge quindi ai k simbol:? 
2^^-ar± delle parole di informazione di ingresso (n-ic)<.^ 

< o 

simboli 2^^-ari per il controllo dell'errore. Le parol^ c 
15 di codice cosl ottenute vengono scritte nella matrice di 
memoria. 134, e da questa lette, mediante circuiti di 
scrittura e di lettura 136, 138 noti che ricevono in 
ingresso il suddetto segnale di controllo S ed 
effettuano la scrittura e la lettura di n celle di 
20 memoria a 2^^ livelli di memorizzazione in un ciclo. 

Le parole lette vengono poi decodificate mediante 
un decodif icatore 140 che, sulla base degli n simboli 
2^''-ari della parola letta, effettua il controllo 
dell'errore e restituisce in uscita parole di k simboli 
25 2^^-ari che sono la stima delle parole di informazione 
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originarie . 

Un transcodif icatore di uscita 142 ricevente 
anch' esso in ingresso il suddetto segnale di controllo S 
trasforma infine, simbolo per simbolo, gruppi di 2r bit 
5 in gruppi di sr hit, effettuando la conversione inversa 
rispetto al transcodif icatore di ingresso 120, ossia 
convertendo, simbolo per simbolo, le parole 
decodif icate, da una base pari al numero massimo di 
livelli di memorizzazione di dette celle di memoria a 
10 una base pari al numero di livelli di memorizzazione a 

O ^ 

cui funzionano le celle di memoria, utili'zzando le % ^ 

suddette corrispondenze biunivoche. 5=^ 

Da un esame delle caratteristiche del metodo < ° 

O & 

polivalente di correzione dell'errore realizzato secondo S 5=. 
15 la presente invenzione sono evident! i vantaggi che esso 

consente di ottenere. 

In particolare, il codice a controllo dell'errore 

costruito nel mode sopra descritto presenta la capacita 

di controllare I'errore in celle di memoria multilivello 
20 funzionanti a un numero variabile di livelli di 

memorizzazione utilizzando gli stessi blocchi 

circuitali. 

Inoltre, il codice a controllo dell'errore 
costruito nel modo sopra descritto presenta il massimo 
25 livello di affidabilita in ogni modalita di 
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funzionamento, consente un migliore sf ruttamento delle 
celle di memoria utilizzate per il controllo, richiede 
un aggravio di area su silicio minimo e introduce tempi 
di ritardo aggiuntivi praticamente nulli. 

Risulta infine chiaro che al inetodo di costruzione 
ed al metodo polivalente di controllo dell'errore qui 
descritti ed illustrati possono essere apportate 
modifiche e varianti senza per questo uscire dall'ambito 
protettivo della presente invenzione, come definito 
nelle rivendicazioni allegate. 



10 



15 



20 



RIVENDICAZIONI 
1- Metodo di costruzione di un codice a controllo 
dell'errore polivalente per celle di memoria 
multilivello funzionanti a un numero variabile di 
livelli di memorizzazione^ in particolare celle di 
memoria i cui livelli di memorizzazione possono assumere 
i valori dell'insieme {jb^, jb^A, jb^V^} , detto codice 

a controllo dell'errore codificando parole di 
informazione (i) , formate da k simboli g-ari 
appartenenti a un alfabeto- contenente g simboli 



distinti, con gG{jb^i, jb^^, 



^}/ in corrispondenti 



25 



parole di codice (c) formate da n simboli g~ari, con g 
=i^^iV^, ed avente una capacita di correzione dell'errore 

t, ogni parola di codice (c) essendo generata attraverso 
una operazione di moltiplicazione fra la corrispondente 
parola di informazione (i) ed una matrice generatrice 

(G) ; detto metodo, di costruzione comprendendo le fasi 
di: 

- acquisire i valori di k, t, jb^, jb^^, jb^V-^, 
Che costituiscono le specifiche di progetto di detto 
codice a controllo dell'errore; 

- calcolare, in funzione di q=jb^/ A: e t, il mi^^mp^ 
valore di n tale che sia soddisfatto il limit 
Hamming; 

- calcolare i valori massimi n e ^ di n e /c 



9^ CO 

o .a 

9 ^ 
o M 
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soddisfano il detto limite di Hamming per q=b^^, t e 
(n-jc) = {n-A:) ; 

determinare, in funzione di t, la matrice 
generatrice del codice a controllo dell'errore {n, k) 
5 sul campo a elementi f initi GF(b^^) ; * 

- costruire rappresentazioni polinomiali binarie 
dei campi a elementi finiti GF(b^i) , GF(jb"0 / 
GF(jb^V ^) ; 

- identif icare , uti 11 zzando dette rappresentazioni 
10 esponenziali, gli elementi del ,campo a elementi finiti 

O ^ 

GF ( i^^iV*^*.) isomorfi agli elementi dei campi a elementi^ S 
finiti GF(jb^), GF(i:)^^) , GF ( jb^V-^- ) ; O ^§ 

stabilire corrispondenze biunivoche fra gli§ ° 

o M 

elementi dei campi a elementi finiti GF{h^^) , GF(jb^^) ^ 
15 GF{b^i^2"^^r) e gli elementi del campo a elementi finiti 
GF(jb^iV-^0 ad essi isomorfi; e 

- sostituire ciascuno degli elementi della detta 
matrice generatrice con il corrispondente elemento 
isomorfo del campo a elementi finiti GF ( jb^iV-^O , 

20 ottenendo cosi una matrice generatrice polivalente 
definente, assieme a dette corrispondenze biunivoche, 
detto codice a controllo dell'errore polivalente 
utilizzabile con celle di memoria i cui livelli di- 
memorizzazione possono assiomere i valori dell'insieme 
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2. Metodo di costruzione secondo la rivendicazione 
1, in cui detto codice a controllo dell'errore e un 
codice lineare a blocco. 

3, Metodo di costruzione secondo la rivendicazione 
5 1 o 2, in cui 1 ' identif icazione degli elementi del campo 

a elementi finiti GF(jb^A-^*) isomorfi agli elementi dei 
campi a elementi finiti GF(jb^O , GF(jb^^) , GF(b^^^^"^'>'^) 
vlene effettuata sulla base della molteplicita di detti 
elementi nel campo a elementi finiti GF ib^^^^^-^^) . 
10 4* Metodo di costruzione secondo la rivendicazione* Q 

3, in cui detta fase di identificare gli elementi del ^ e 

Q ^ 

campo a elementi finiti GF(jb^iV-^) isomorfi agli elementi 5 < 
dei campi a elementi finiti GF (jb^) , GF ( jb^^^ ) , GF(b^V'^^' ^ 

0 comprende la fase di individuare gli elementi del 
15 campo a elementi finiti GF(jb^V'^'>) che hanno 
rispettivamente molteplicita pari a, o funzione di, b^^, 

5. Metodo di costruzione secondo una qualsiasi 
delle rivendicazioni precedenti, in cui detta fase di 
20 stabilire corrispondenze biunivoche fra gli elementi dei 
campi a elementi finiti GF(jb^i) , GF(jb^^^O / GF ( jb"»-^i-i ) e 

gli elementi del campo a elementi finiti GF(Jb^V^l.) ad 
essi isomorfi comprende le fasi di : 

- costruire rappresentazioni polinomiali binarie 
25 dei campi a elementi finiti GF ( jb^) , GF(jb^^) , 
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GF (Jb^V-^) ; e 

stabilire corrispondenze biunivoche fra gli 
elementi dei campi a eleinenti f initi GF(jb^») , GF(jb"0 , 
GFCJb^^^'^'^O e gli elementi del campo a elementi finiti 
5 GF(jb^iV-^i.) ad essi isomorfi, utilizzando dette 
rappresentazioni polinomiali binarie. 

6. Metodo di costruzione secondo la rivendicazione 
5, in cui dette rappresentazioni polinomiali binarie dei 
campi a elementi finiti GF ( Jb^O / GF(jb^^2), GF(jb^V^) 
10 sono costruite utilizzando rispettivi polinomi primitivi q ^ 

c 
o 



di grado rispettivamente pari a ax, aiSz, aiaa-.a^, sul 2 



O ^ 

campo a elementi finiti GF(2) , dette rappresentazioni ^ < 

' - 1^ 

polinomiali binarie associando a . ogni elemento dei ^ 
' rispettivi campi a elementi finiti GF(jb^O , GF(b^^^^) , 
15 GF(jb^i^2 '^O un corrispondente polinomio binario di grado 
rispettivamente minore dl ai, a^az, aia2...a;3. 

7, Metodo di . costruzione secondo la rivendicazione 
6, in cui detta fase di stabilire corrispondenze 
biunivoche fra gli elementi del campo a elementi finiti 
20 GFCjb^iV'^O e gli elementi dei campi a elementi finiti 
GF(jb^), GF(jb^^), GF{if^^^"^^A ad essi isomorfi 

comprende le fasi di: 

- per ogni elemento del campo a elementi finiti 
GF isomorfo a un corrispondente un elemento di 

25 uno dei campi a elementi finiti GF{jb^) , GF(b^^) , 
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4 



GF{jb^iV"^*-0 , foriaare una prima parola binaria con i 
coefficienti dei termini del polinomio binario associate 
a detto elemento di GF {b^^^^ '^*>) , ed una seconda parola 
binaria con i coefficienti dei termini del polinomio 
5 binario associato al detto corrispondente elemento di 
uno dei campi a elementi f initi GF(jb^O , GF (Jb^^^O , 
GF(Jb^^V-^-0 ; 

- convertire detta prima parola binaria nella base 
jb^iV-^*, ottenendo cosi un primo simbolo, e detta seconda 

O ^ 

10 parola binaria nella base del campo a elementi finiti a ^ S 

cui appartiene detto corrispondente elemento, ottenendo O. 

12 

cosi un secondo simbolo; detti primo e secondo simbolo Q « 
def inendo la corrispondenza biunivoca fra detto elemento ^ ^ 
del campo a elementi finiti GF (jb^iV-^^) ed il 
15 corrispondente elemento di uno dei campi a elementi 
finiti GF (jb^) , GF ( Jb^^^ ) , GF {h^^^^"'^^^) a esso isomorfo. 

8. Metodo di costruzione secondo una qualsiasi 
delle rivendicazioni precedenti, comprendente inoltre le 
fasi di: 

20 - determinare, per ogni elemento della matrice 

generatrice polivalente, il numero di porte log 
necessarie per effettuare l^operazipne 

moltiplicazione associata a tale elemento; e 

- abbreviare detta matrice generatrice polival 
25 al valore di k inizialmente specificato, minimizz 
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cosi il numero di eleinenti del campo a element! finiti 
GF(Jb^V'^*) che richiedono il itiaggior numero di porte 
logiche • 

9. Metodo di costiruzione secondo la rivendicazione 
5 8, in cui detta fase di determinare il numero di porte 

logiche viene effettuata utilizzando detta 

rappresentazione polinomiale binaria del campo a 
element i finiti GF(J:>^iV-*i.) . 

10. Metodo polivalente di controllo dell' errore per 
10 celle di memoria multilivello . funzionanti a un numero 

variabile di livelli di memorizzazione, in particolare 



celle di memoria i cui livelli di memorizzazione possono "Z. 

Q ^ 

assumere i valpri dell'insieme {jb^^, jb^^, jb^^^-^^}, < 



detto metodo comprendendo le f asi di : 

15 - utilizzare un codrce a controllo dell'errore 

secondo una qualsiasi delle- rivendicazioni precedent!, 
detto codice a controllo dell'errore codificando parole 
di informazione (i) , formate da k simboli g~ari 
appartenenti a un alfabeto contenente g simboli 

20 distinti, con gG{jb^, b^^, b^V-^} , in corrispondenti 

parole di codice (c) formate da n simboli g-ari, con g 
=b^iV*^i»^ ed avente una capacita di correzione dell'errore 
t, ogni parola di codice (c) essendo generata attraverso 
una operazione di moltiplicazione fra la corrispondente 

25 parola di informazione (i) ed una matrice generatrice 
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(G) ; 

- convertire, simbolo per simbolo, dette parole di 
inf orinazione dalla base in cui sono rappresentate, che e 
pari al numero di livelli di memorizzazione a cui 

5 funzionano dette celle di memoria, a una base pari al 
numero massimo di livelli di memorizzazione di dette 
celle di memoria, utilizzando dette corrispondenze 
biunivoche; 

- codifi'care dette parole convertite utilizzando 
10 detto codice 'a controllo dell'errore per ottenere 



rispettive parole di codice; 



memoria; 

- decodificare parole lette in detta memoria 
15 utilizzando detto codice a controllo dell'errore; e 

- convertire, simbolo per simbolo, dette parole 
decodificate da una base pari al- numero massimo di 
livelli di memorizzazione di dette celle di memoria a 
una base pari al numero di livelli di memorizzazione a 

20 cui funzionano dette celle di memoria, utilizzando dette 
corrispondenze biunivoche. 

11, Metodo di costruzione di un codice a controllo 
dell'errore polivalente per celle di . memoria 
multilivello funzionanti a un numero variabile di 

25 livelli di memorizzazione, sostanzialmente come 



O ^ 



memorizzare dette parole di codice in una < 2*' 
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descritto con riferimento ai disegni allegati. 

12. Metodo polivalente di controllo dell'errore per 
celle di memoria laultilivello funzionanti a un numero 
variabile di livelli di memorizzazione 
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